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Aufgabe 18: nicht-relativistische Elektronen im Magnetfeld (5 Punkte)

Im niederenergetischen Grenzfall geht die Diracgleichung in Anwesentheit eines Magnetfeldes in
die Schrodingergleichung
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tiber, wobei B = rot A. Ferner ist o der drei-komponentige Vektor aus den Paulimatritzen o;, und
1 die 2 x 2 Einheitsmatrix. Im folgenden wéhlen wir das Vektorpotential A = (0, z| B|,0) (Landau-
Eichung), und betrachten NUR eine Elektronbewegung transversal zum Magnetfeld, also 0,1 = 0.

(a) Berechnen Sie das Magnetfeld B.

(b) Verwenden Sie den Ansatz ), , = e~ e t/h e=ikyy 4, () gy mit dem 2-komponentigen Spi-
nor ¢4 = (1,0)7 und ¢_ = (0,1)7, und bestimmen Sie die Eigenenergien von u,(z), indem
Sie durch eine geeignete Koordinatentransformation das Problem auf den Harmonischen
Oszillator zuriickfiihren. Fithren Sie die Zyklotronfrequenz w = eB/m ein.

(c) Zeigen Sie das die Energieniveaus der Elektronen gegeben ist durch
1 1
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(d) Bestimmen Sie die Zeemanenergie AE = ¢, — ¢,4 , und driicken Sie ihr Ergebnis durch

das Bohr-Magneton g = he/2m aus

Aufgabe 19: relativistische Elektronen im Magnetfeld (8 Punkte)
Die Dirac-Gleichung im kréftefreien Fall ist gegeben durch
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(a) Koppeln Sie Koppeln Sie das durch die Dirac-Gleichung beschriebene Elektron an ein Feld
A* = (0,0, Bzx,0) an.

(b) Zeigen Sie, dass unter Vernachldssigung der Bewegung in z-Richtung (9,1 = 0), die Dirac-
gleichung (mit geeigneten Wellenfunktionsansatz ect., siehe Aufgabe 18) geschrieben wer-
den kann als
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(c) Bestimmen Sie die Eigenenergien der Spinoren welche die Form ¢y = (¢1,0,0,%4) bzw,
Y_ = (0,129,113, 0) besitzen.

(d) Entwickeln Sie die Energien fiir den nichtrelativistischen Grenzfall



(e) Uberlegen Sie sich grob, das im nichtrelativistischen Grenzfall, fiir positives E die Kompo-
nenten v; und 12, und fiir negatives E die Komponenten 13 und 14 den Spinor dominieren.

Aufgabe 20: Spin / Helizitdt / Chiralitdt (7 Punkte)
Fiir relativistische Teilchen ist der Spinoperator 23 gegeben durch

oij = €ijpS" wobei oy = o 5 v, 4] [ Epsilon-Tensor ¢;j; = €% ] )

(a) Berechnen Sie die Komponenten von X = (X%, ¥V, %), sowie (23)2.

(b) Im Gegensatz zum nichtrelativistischen Grenzfall kann der Spin eines sich frei bewegenden
Elektrons nicht beliebig ausgerichtet sein, sondern nur parallel (Helizitdt +1), oder anitpar-
allel (Helizitdt -1) zur Bewegungsrichtung. Der Helizitdtsoperator ist gegeben durch

hk)=3 -k=X"k, (6)

wobei k = k/|k| den Einheitsvektor in Richtung der riumlichen Bewegung kennzeich-
net. Zeigen Sie, dass falls die Diracgleichung durch die Wellenfunktion der Form ¢(z) =
ek (k) erfiillt wird, so wird sie auch durch h(k)i(z) erfiillt.

(c) Zeigen Sie, dass fiir masselose Fermionen der Helizitdtsoperator gleich 45 ist. Multiplizie-
1,23

ren Sie dazu die Diracgleichung mit v57° = —iyly2+3.
(d) Wegen dieser wichtigen Bedeutung von v° wihlt man manchmal auch einen anderen Satz
von y-Matritzen. Diese chirale Darstellung ist gegeben durch
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Berechnen Sie 75,

(e) Verstandnisfrage: Warum kann eine Koordinatentransformation die Helizitdt eines Elek-
trons dndern, aber nicht die Helizitit eines masselosen Teilchens?

Anmerkung: Wenn sich die physikalischen Eigenschaften eines Teilchens mit der Helizitdt &ndern,
so spricht man von Chiralitdt. So zeigt sich z.B. experimentell, dass nur Neutrinos mit negativer

Helizitdt, d.h. mit Eigenwert h(k) = —1 existieren.

Standarddarstellung der y-Matritzen.
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Eventuell niitzliche Eigenschaften
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