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Aufgabe 40: Kepler Bahnkurven (7 Punkte)
Wir betrachten die Bahn einer Punktmasse (z.B. Astronaut), angezogen durch ein Kraftzentrum
(z.B. Planet). Die relative Koordinate der Punktmasse ist r(¢) und beschreibt eine Bahnkurve als
Funktion der Zeit ¢.

Benutzen Sie nirgendwo, ausser in Teilaufgabe (g), die Komponenten-Schreibweise fiir Vektoren!

(a) Wir betrachten den Vektor des so genannten Drehimpulses L = r x p wobei p = mr. Skiz-
zieren Sie eine beliebige Bahnkurve und geben Sie an, in welche Richtung r, p und L zeigen.
Beschreiben Sie zusétzlich in Worten, was Sie tiber die relativen Winkel der 3 Vektoren sagen
konnen.

(b) Die Bahnkurve wird bestimmt durch die Differentialgleichung

d? k
m—sr(t) = —T(t)zf(t) 1)

wobei k£ > 0 eine Konstante ist und r = r/r und r = |r|. Zeigen Sie, dass entlang dieser
Bahnkurve L ein konstanter Vektor der Zeit ist, d.h. zeigen Sie %L(t) =r(t)xp(t)=0

(c) Zeigen Sie jetzt, dass fiir beliebige Vektor-Funktionen (also nicht nur entlang die Bahnkurve
bestimmt durch die Gleichung (1) gilt

I = P4t )
Poro= 0 3)

und damit
L = mr’t x ¢ 4)

(d) Benutzen Sie das Ergebnis von (c) und zeigen Sie, dass entlang der Bahnkurve gilt

#(1) x L(1)) = k(1) 6)

Benutzen Sie dabei, dass fiir drei beliebige Vektoren gilt: a x (b x ¢) =b(a-c) —c(a-b).
(e) Zeigen Sie, dass r x L = kt 4+ C wobei C ein konstanter Vektor ist und damit
L*=|L? =L (r x p) = mr(k + Ccos ) (6)

wobei C' = |C| und 6 der Winkel zwischen C und r ist. Benutzen Sie dabei, dassa- (b x ¢) =
b (c x a)

(f) Bestimmen Sie damit 7(6). Was ist der maximale und minimale Abstand r zwischen Mas-
senpunkt und Kraftzentrum?

(g) Skizzieren Sie die Bahnkurve fiir den Fall C = (C,0,0) und r = (, y,0). Beachte, dass k£ > 0.



Aufgabe 41: Hangendes Seil (5 Punkte)
Wir betrachten die Form eines hdngenden Seils mit vernachldssigbarem Durchmesser. Das Seil
hingt in der (x,y) Ebene herunter und ist an den Punkten (+b,0) befestigt. Die Funktion y(x)
beschreibt fiir —b < x < b die Position der Punkte auf dem Seil:

cosh(Ax) — cosh(Ab)

y(x) = 3 )

wobei A > 0 eine Konstante ist.

Berechnen Sie die Lange L des Seils ausgedriickt in A und b.

Hinweis: wie driickt man (sinh(z))? durch (cosh(x))? aus?

Bemerkung: Die spezielle cosh-Form des Seils garantiert, dass sich die internen horizontalen
Kréfte genau aufheben. Schon im Altertum wusste man das: Bogen wurden oft mit dieser be-
sonders stabilen Form hergestellt!

Aufgabe 42 : Differential-Operatoren (8 Punkte)
Hinweis: benutzen Sie hier die Komponenten-Schreibweise fiir Vektoren, d.h. r = (x,y,z) und f =
](BJ;mr,ej(i.yh’r{ezr)l. Sie fur die folgenden Vektorfelder f(r) die Divergenz V - f und Rotation V x f:
(@) f(r)=r
(b) f£(r) =r/Ve+r?
() f(r) = (=y,2,0)
(r)



